MINISTERUL EDUCATIEI 5I
» CERCETARISTINTIFICE

OLIMPIADA DE MATEMATICA
— ETAPA LOCALA 28.02.2015 —

CLASA A IX-A
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

Subiectul 1.
Detalii rezolvare Bare_m
asociat
Se scad relatiile a4 = 2/ ans1a, —an + 1, si a, = 2./anay_1 — an_q + 1 si se obtine
1
Ani1 — Ano1 = 2300 (i1 = @no1) oo, P
Rezultd \/an1 ++/an-1 = 2y/a, , deci sirul (‘/a")n>o e progresie aritmetica .................. 2p
\/a_0= 0,v/a; =1=r=1,deciJa, =a,+nr =n,adicia, =n® ,n=>0.................. 1p
J1 +4farag—; =14+4k-(k—1) = JCk =12 =2k =1 ccovvoeiiet et e 1p
n n
3, =2 (2k=1)=2>"k=n=n(N+1)=N=N%_.....ciiiiiiiiiiii e 2p
=1 D
Subiectul 2.
Detalii rezolvare Bare_m
asociat
Aa=3=b=4=E(ab) =3V53+4VAT ... | 1P
3V53 < 22,4V47 <28 = E(3,4) <50 ..o 2p
b) Aplica inegalitatea CBS si obtine:
(3V15a $ 8+ 4VI0b +7) < (3% +42)(15a + 8+ 10b + 7)
— (E(a,b))" < 25- (15 + 5(3a + 2b))
= E(a,b) S \J25(15+5-17) =50 c.ovviiiiiiieieiiiiiiiee e 2

V15a+8 _J10b+7 _ 15a+8 100+7 15a+8+100+7
4 9 16 25

Avem egalitate daca 4de

57
underezultd @ =—— si D= 2p
15 10
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Subiectul 3.

Detalii rezolvare Bargm
asociat
X—1<[x] Sx,x2 =1 <[X2] S X2 (V)X E R oo 1p
Fie x€A,>n>x?+[x]>x*+x—1, de unde n+1>x%+x>[x?]+x deci
X € Bn+1, adiCé ATL (= BTH—l .............................................................................. 3p
Fie €B, @>n>x+[x?]>x+x*—1, de unde n+1>x%+x>x?+[x] deci x €
A1y AAICA By G A g et e 3p
Subiectul 4.
Detalii rezolvare Bare_m
asociat
FieAB =7, siBC =7, . AuNCi diNAABC = BM = (r — 1)U + 7 Ty veveeeeeeeeennn. 1p
Daci O este mijlocul lui BE = ABCO= romb, deci BE = 2B0 = 2(ﬁ + ?C) =
22 (T3 = D) eeee oo 2p
DINABCE=BN = (1 =7)BC+7"BE ==21 07+ (1 47T) " Uy eeeeeeeeeern, 2p
_ ——> . .. . —_— —_— r _1 r
BM, BN vectoricoliniari = BM = BN = ——— = —— . i, 1p
-2r r+1
Obtine 1 = ——
fine I = g T 1p
Solutie alternativa: Punctele B, M, N sunt coliniare & A[BMC] + A[CMN] = A[BCN]
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
— ETAPA LOCALA 28.02.2015 —

CLASA A X-A
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

Subiectul 1.

Detalii rezolvare Ss?)rcﬁg']c
=: Presupunem ca f(f(x)) =x, (V)x€[0,1] (1). Atunci f(x) = f~1(x) si adunand
cele doud relatii obtinem ¢ f(f(x)) + f(x) = X+ F71RE) cvveiieeiiiiiiieee e, 2p
&: Presupunemf (f(x)) + f(x) = x + f~1(x), (¥)x € [0,1]. Pentru x - f(x) obtinem
FFUF@)) +F(f)) = F@) + %D €[0,1]. (2) covorvierceiccceeeee 1p
NOEM F(F () = G+ttt 1p
Relatia (2) sescrie f(g(x)) + g(x) = F) +2 (3) vovvvreeeiiiiiiieeiiiie e, 1p
Fie h(x) = f(x) + x = hbijectiva (ca suma de functii bijective). Din (3) se obtine ca
R(GQI)) = () et 1p
si din injectivitate = g(x) = x, adica f(f(x)) =x,(V)x€[0,1]. ...cooiiii 1p
Subiectul 2.

Detalii rezolvare E’S%r;g
DINa<x<b=(x—=a) (X —=D) < O it 1p
x? —(a+Db)x +ab < 0= log, x* <logy[(a+ b)x —ab] (pentruciy >a>1)......... 2p
Analog log, y? <log,[(a + b)y — ab] de unde prin inmultire rezulti ci
log,[(a + b)x — ab] - log,[(a + b)y — ab] = log, ¥y 108, x? .......ooviiiiiiaeeeeen, 2p
log, ¥ +logy x% = 4108, ¥ 108y X =4 ... 1p
Egalitatea are IoC pentru x =y € (@, D) ...onvininiiii e 1p
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Subiectul 3.

Detalii rezolvare Barem
asoclat
Z
)
A(-1) cQ) B(3)
. . . e A 2 2 | 2 1 2
Din teorema medianei aplicam in APAB = PA“ + PB“ = 2PC +§- AB” .. ... 2p
PA? + PB? = |z + 1|? + |z — 3|? deci expresia este maxima atunci cand PC este maxim .... 1p
PC este maxim dacd 01 € (PC) ..ottt e 1p
) X+y=1
z = x + iy, ecuatia dreptei 0,C este x + y = 1. Rezulta sistemul < ) sise
x2+(y-1)° =1
1 1
obtine X=——=, V=04 —= L
2R 2
. 2
Atunci |z + 112+ |z =312 <2- (V2 =1) +8=14+4VZ2 ...coooooiiiiiii] 1p
Subiectul 4.
Detalii rezolvare Barem
asoclat
a) Daca a > 1 functia f e strict crescdtoare ca suma de functii strict crescatoare (functia
—@ 7% €S8 SIIICE CrESCALOATE) ...\ vttt ittt ettt et et et et et e et e e e aaaaaes 1p
iar daca a € (0,1) functia f este Strict descrescatoare ............o.oeveverereninininininininnns 1p
b) Fiey e R. Atunci f(x) =y =a**—y-a*—1=0 ecuatie din care rezulti ci
2
+ +4
a* = ;/ > 0 e, 2p
2
+4y +4
= x=log, %deci feste SULJECtiVAL ...t 1p
Atunci, conform a) functia e bijectivd, deci inversabild si inversa este f~1:R > R
2
X+VX +4
f*(x)=log, N TR 2p
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
— ETAPA LOCALA 28.02.2015 —

CLASA A XI-A
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Notia: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.
Subiectul 1.

Detalii rezolvare Barem
asociat
. _(2=-x x-1 2
Q) Fied= (570 T ) X E 0D A= A 1p
' 2. p2_ap_(2—x x-—1 _(Z—y y—1) .
DeciA,BeM=A2-B2=aB=(, "~ ") PYIT ST Allip] Fr— p
2—xy xy—1
2.p2 — 2.p2
> A°'B (Z—ny 2xy_l),xy¢0=>A B2 EM .o, 2p
D) A2 = A= A" = A, (V)T € N oo 1p
2015 _ _ 2—x x—1 _ 1p
A5 = A= (T T L) =
2—x=-1 . . . . . 1p
{ —1=0 contradictie! deci nu exista A € M cu proprietatea din enunt .............cccceevenene
Subiectul 2.
Detalii rezolvare Barem
asociat
Monotonie:
5 11 7 7
Up = [ — - S = S Uy ettt 1p
P2 V4 4 270
Presupune u; > u,_q, (V)k € N,1 < k < n . Atunci
U —u = fu Loy T Un ~ oy >0=(u,) . strict At
i Un = U =7 Ty —\/ = \/ 0 Jso STICE CTESCAtOT ........... 2p
U, —— +,|U, , ——
4
Marginire :
5 7 5 7 .
Presupune u, <4, (V)keEN, 0<k<n= u,, =§+ u, ~2 <§+ 4_Z =4 deci
(Up)n=0 €Ste MATEINIt SUPETION A 4 ..ottt sttt 1p
< : 11
Deduce ca (uy,)nso este convergent si U, — | > g ————————————————— 1p
. . 5 5 5 7
Din relatia de recurenta rezulta | = 5 +./1- T 1p
2 . - 11
=1 —6+8=Ozle{2,4}§1pentrucaI>Z DUy 24 1p




MINISTERUL EDUCATIEI S
% CERCETARI STINTIFICE

Subiectul 3.

Detalii rezolvare Bare_m
asociat
FIE P(X) = det(A 4 X " B) coeoe ettt sttt re e 1p
SPX)=X?det(B) + @ X + det(A) oottt s 1p
P(V/3) = 3det(B) + av3 —3 = 0 (1) = aV3 = 3 — 3det(B) si cum a, det(B) € Q
Uo7V L L o o A O TP 1p
) . ) 1
Sdet(B) = 1,deCH P(X) = X% — 3 oottt ettt ere s p
Fie 8=—1+i£283=1 ....................................................................................................... 1p
2 2
AB=BA=A2+B% —AB = (A4 €B) * (A + €2B) wovvoseoeoeeeeeeeeeeeereeeeee e eerse e 1p
det(A2+B? —AB) = P() " P(e?) = (€2 —=3) " (6 —=3) =13 s 1p
Subiectul 4.
Detalii rezolvare Bare_m
asociat

[v2
Fie L =Ilim X2+X+a b.Dacé\/a+2¢b=~Le{—00,00} ............................................ 1p
-l X°+2x-3

Deci b = Va + 2 rezultid ca
Lojim X X+a-var2 g X rx-2 ! __1 3
x—1 X2+2X—3 X—1 X2+2X—3 m+m Zm 4 4p

L:E:o AT 2 T 250 QT 2 s 1p
16

D = NV 2 = 2 e e — e a et e ra— e e et e aateaa it e na—aas 1p
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
— ETAPA LOCALA 28.02.2015 —

CLASA AXII-A
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

Subiectul 1.

Detalii rezolvare Bare_m
asoclat
f continua pe [0,2] = f admite primitive pe [0,277] ..oooveeieieiieeeseeee e 1p
Construim o primitiva a lui f pe [0,7) U (m, 2m]. Fie :J - R, unde J c [0,7) U (7, 27]
. e o . _ x _ 1 _ i ﬁ <
interval, G o primitivaalui f.t =tg S= 1= f—t2+t+1 dt = Farctg = + c¢. Rezulta
gE+1
G(x)— arctg \/_ I = 3p
G(x),x € [0,m)
Atunci : [0,2n] » R, F(x) = CLX=T e o primitiva a lui f pe [0,27]............. 1p
G(x) + ¢y, x € (m, 2m]
. o A _ . T _ . _ l _ 2_71: 1
F continudinx =T llmxzn F(x) = llma;;g F(x) = F(m) ,decic, = 5062 = e p
Ztg -+1
Tarctg \/_ ,X € [0,m)
Deci F(x) = \/_,x =7 si f2+smxdx =F(x)+C,x €[0,2m] ... 1p
i 2tg;£+1 21T
\Earctg N +\/_,x € (m, 2m]

Subiectul 2.

Detalii rezolvare Bare_m

asociat

Dinipotezi = f +3g = 2f — g §i5f —6g = 10f 4+ 2 cevrveroereeeereeeeeeeeerereeree e, 1p
SE OBHNE f () = 2 () wrrreerieeereteeeeseeee et ee st er ettt 1p
adicd (F(X) " €72) = 0, (W)X E R eoeeeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt s s 1p
= f(x) = c¢1 - e?*,cq € R cONStANtA ATbItIArA .......c.ovevveeeeeeeeeieereee e, 1p
Tot din ipoteza deducem ca —3 g (X) = G(X) toerrvriiiiieieiereie e 1p
care se scrie (g(x) - eE)' 2= 0, (7)€ R eeeeeeeeeeee et e s et et s e es e eranes 1p
= g(x) =cy e 3,Cy €R constantd arbitrara ............c.ecvevvervevieriieieeeieeerese e 1p
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Subiectul 3.

Detalii rezolvare Bargm
asociat
a) Fiee e Relementneutru= f(f (@) +f1(e)—q) =a,(V)AE R ..cceceueveverererernee, 1p
Se compune cu flsirezultd f71(e) = G2 = F(Q) = 2 oo, 1p
Fie a’ simetricul luia € R= f(f*(a) + f~(a’) — q) = 2 = f(q) si din injectivitate
Avem f~Ha) + fHa) —q=q,deci @ = (20 = F7HA))rrrrrrrrrrerrrnrrrrieneeee 2
b) f(x)=x3:a*b=(%+%—q)3 ............................................................................. 1p
ECUAtia SE SCIIE VA2 4 VX = 6 coooeveceeeeeeeeseoeeeeseessee e an s 1p
Multimea solutiilor este S = {—27,8} ...ccooeiiiiiiiieise e s 1p
Subiectul 4.
Detalii rezolvare Bare_m
asociat
o b? lp
a) (f°fr)(x,y) =f, (x +by+—,y+ b) = [arb () o
ASOCTALIVITALEA ...ttt bbbttt b ettt et e et bbbt 1p
Element NEULIU £ (0, 1) = (X, 7)) coorereii ittt bbb 1p
- : _ a’ 1p
Simetricul unui element ;7 1(x,y) = f_,(x,y) = (x —ay+—,y - a) ...............................
D) Fie 0: G = R, 0(f1) = @, @ E R oo 1p
Atunci o (f.°fp) = @(fasp) =a+b = o(fy) + (fp) = @ Morfism........cooeiiiiiiin, 1p
o) =e(f)>a=bax+ay+S=x+by+Zsiy+a=y+b.
Rezultad ca f,(x,y) = fp(x,y) = @ injectiva(V)a € R, (3)f, € G astfel incat o(f,) = a
S (D SUIJCCTIVA .ottt ettt et e et e e 1p




